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Zusammenfassung

Das Homo-Edit-Distanz-Problem besteht darin, die Homo-Edit-Distanz zu finden, die
sich aus dem Vergleich zweier Zeichenketten ergibt. Sie steht fiir die minimale Anzahl an
notwendigen Loschungen bzw. Einfligungen in beiden Zeichenketten, um auf eine ge-
meinsame Teilsequenz zu kommen. Eine Loschung bzw. Einfiigung kann dabei aus einer
beliebigen Anzahl des selben Zeichens bestehen.

In dieser Bachelor-Arbeit werden wir auf zwei Losungsansitze, welche das Homo-Edit-
Distanz-Problem losen, genauer eingehen. Fiir beide Ansitze verwenden wir dabei eine
neue Methode, welche fiir jede Teilfolge einer Zeichenfolge berechnet, wie viele Loschun-
gen mindestens notwendig sind, um diese Teilfolge vollstindig zu l6schen. Die Laufzeit
dieser Methode ist polynomiell.

Der erste Ansatz beruht auf der Strategie der vollstindigen Enumeration und 16st das
Homo-Edit-Distanz-Problem in exponentieller Zeit. Dabei findet er alle gemeinsamen
Teilsequenzen, mit denen sich die Homo-Edit-Distanz erreichen ldsst. Der zweite An-
satz beruht auf der Strategie der dynamischen Programmierung und 16st das Homo-
Edit-Distanz-Problem in polynomieller Zeit. Um alle (zielfiihrenden) gemeinsamen Teil-
sequenzen zu finden, wird auch hier der Aufwand exponentiell; eine kann jedoch auch
in polynomieller Zeit gefunden werden.

Somit zdhlt das Problem zur Komplexitédtsklasse P.
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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Das Homo-Edit-Distanz-Problem ist ein Optimierungsproblem, fiir welches die Homo-
Edit-Distanz bestimmt werden soll. Diese entspricht dem optimalen Score, der durch
ein optimales Alignment unter den erlaubten Operationen fiir zwei Zeichenfolgen zu
erreichen ist.

1.1 Zielsetzung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist, das Homo-Edit-Distanz-Problem zu definieren, verschie-
dene Wege zu prasentieren, das Problem algorithmisch zu 16sen, und es einer Komplexi-
tatsklasse zuzuordnen. Die Forschungsfrage, der wir uns stellen, lautet folglich:

,, Wie ldsst sich das Homo-Edit-Distanz-Problem effizient 16sen?”

1.2 Forschungsstand

Definiert wird das Problem in [JP04], von Neil C. Jones und Pavel A. Pevzner. Dort wurde
allerdings aufier Acht gelassen, dass nach einer Loschung Verschmelzungen in den Zei-
chenfolgen berticksichtigt werden miissen. Ein Beispiel fiir eine solche Verschmelzung
ware ATA: Nach Loschung des T verschmelzen A und A zu AA, danach konnten sie in
einem Schritt geloscht werden. Wir fanden keine weiteren Veroffentlichungen zu dem
Problem und damit bleibt auch bisher ungeklart, in welche Komplexitédtsklasse sich das
Problem einordnen lésst.

2 Definition
Alle folgenden Definitionen orientieren sich an [JP04].

2.1 Eingabe-Instanz

Sei im Folgenden > ein Alphabet und >.* = |J Y." die Menge aller Worter (Zei-
neNp
chenfolgen) tiber ), wobei n der Lange der Worter entspricht. Eine Eingabeinstanz 1

besteht aus zwei endlichen Zeichenfolgen v,w € Y., die sich mittels des Alphabets
> ={A,C,G, T} bilden lassen. Eine leere Zeichenfolge reprasentieren wir durch .

Der Ubersichtlichkeit halber werden wir bei Angabe einer nicht konkreten Zeichenfolge
Kommas verwenden. Wir verwenden zwei Darstellungsformen:

Bei der ersten Darstellungsmoglichkeit, die wir Einzel-Darstellung nennen, diirfen
gleiche Zeichen benachbart sein, aber jede Position darf nur ein Zeichen enthalten.

Seien in dieser Darstellung unsere Zeichenfolgen v und w anzugeben mit
v = V1,02,...,0p und w = wi,wa, ..., Wn.

Bei der zweiten Darstellungsmdoglichkeit, die wir Block-Darstellung nennen, diirfen
gleiche Zeichen nicht benachbart sein, aber jede Position enthélt einen sogenannten
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Block, der mehrere gleiche Zeichen umfassen darf. Wie viele gleiche Zeichen ein Block
enthdlt, ist aus den Exponenten ersichtlich. Seien im Folgenden a4, as,...,a, € N und
bl,bg,...,bq e N.

In dieser Darstellung seien unsere Zeichenfolgen v und w anzugeben mit
v=0M 032, o und w = wbt,wh, L wl

Je nach Situation verwenden wir die erste oder zweite Darstellung. Sei im Folgenden also
b(vi,ve,...,v,) = Vit V52, ... ,vgp eine Funktion, die eine Zeichenfolge von ihrer Einzel-
Darstellung in ihre Block Darstellung iiberfiihrt und b= (v{", v32, ..., vp") = v1,v2,. .., vy
die dazugehorige Umkehrfunktion. Bei der Umwandlung mit b wird ein Mapping der
alten Positionen gespeichert.

2.2 Operationen

Fiir die Definition der Homo-Insertion-Operation verwenden wir die Einzel-Darstellung
und fiir die der Homo-Deletion-Operation die Block-Darstellung.

Homo-Insertion Im Folgendenseii € Nmit1 <14 < n+1 die Position in einer Zeichen-
folge v, an der wir k-mal das Zeichen z € ) einfligen wollen. Alle Zeichen ab Position ¢
werden um k Positionen nach rechts verschoben.

Eine Homo-Insertion (kurz: Insertion) ist somit definiert als

.k
51nsem‘on(v,2,2 ) =V1y+ 3 Vi—1,215 -5 Rks Vitks -+ Un—14+k> Un+k-

Es wird eine beliebige Anzahl desselben Zeichens zusammenhédngend an einer beliebigen
Stelle in eine der Zeichenfolgen eingefiigt. Es spielt dabei keine Rolle, ob an dieser Stelle
bereits das entsprechende Zeichen vorhanden ist oder nicht.

Homo-Deletion Es werden k Zeichen aus einem beliebigen Block in eine der Zeichen-
folgen entfernt. Soll k-mal das Zeichen aus dem Block an Positioni € Nmit1 < i < p
aus v geloscht werden, muss fiir diese Operation a; > k gelten: Gilt a; > k, wird der
Exponent a; um k verringert. Gilt hingegen a; = k, wird der Block an Position ¢ komplett
geloscht und es miissen alle folgenden Blocke um eine Stelle nach links verschoben wer-
den.

Eine Homo-Deletion (kurz: Deletion) ist somit definiert als

al a;—k ap—1 | Gp .
5 (v k) = VI U Up sa; >k,
Deletion\V, ) a1 ai—1 Qi1 ap—1 ap L
V10 0 s 00 e = K
Ist a; = k zutreffend, kann es zu einer Verschmelzung der Zeichen v;";' und v;}}';
kommen. Voraussetzung dafiir ist, dass v} ; = v},; ; gilt. In diesem Fall muss die
Block-Darstellung korrigiert werden, da es laut Definition nicht erlaubt ist, dass zwei
. . . . . Qi — a; Ap— a
benachbarte Blocke gleich sind. So verandert sich vf",...,v;"7" o0 1,0 07 07y
P— 1 i Ap— a, . . .
zuolt, .l T ol vy, v, . Eine Verschmelzung wird also immer dort

moglich, wo ein Block vollstindig geloscht wird, dessen benachbarte Blocke dasselbe
Zeichen enthalten.
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Zu jeder Insertion gibt es eine im Hinblick auf die Distanz dquivalente Deletion. Anstatt
also einen Block desselben Zeichens in v einzufiigen, kdnnte ebenso jener Block aus w
geloscht werden. Das bedeutet zwangsldufig, dass sowohl Insertions als auch Deletions
bereits in sich ausreichend fiir die Bestimmung der Homo-Edit-Distanz sind. Um das
Problem zu vereinfachen, werden wir daher im Folgenden auf die Insertion-Operation
verzichten und uns damit auf die Deletion-Operation beschranken. Es bleibt zu beach-
ten, dass es zwar moglich ist, in gleich vielen Schritten auf eine gemeinsame Teilsequenz
zu kommen, egal ob Insertions, Deletions oder beide verwendet werden, diese Teilse-
quenzen sich jedoch je nach verwendeten Operationen unterscheiden werden.

2.3 Scoring

Im Gegensatz zum Score bei beispielsweise einem globalen Alignment, bei dem ein ho-
herer Wert fiir eine grofiere Ahnlichkeit zwischen zwei Zeichenfolgen steht, ist bei der
Homo-Edit-Distanz ein hoherer Wert ein Indikator fiir grofiere Unterschiede. Dies liegt
daran, dass durch Anwenden einer Homo-Deletion statt eines Punktes ein Strafpunkt
vergeben wird. Daher gilt, dass der Score einer Instanz Score(v,w) der Anzahl an not-
wendigen Operationen entspricht, um in beiden Zeichenfolgen auf eine bestimmte, ge-
meinsame Teilsequenz zu kommen. Die Homo-Edit-Distanz einer Instanz Homo-Edit-
Distanz(v, w) ist der minimale Score.

24 Anwendungsbeispiel

Betrachten wir nun eine Instanz mit den zwei Zeichenfolgen
v=CTGCA=C'T'G'C' A und

w=AGAAG = A'G' A%G".

Die Homo-Edit-Distanz erreichen wir iiber folgende Operationen:

5Deletion(vv 17 1) = ClGlClAl/

5Deletion(va 1, 1) = CQAl/

5Deletion(vv 07 2) = Al/

5Deletian (’U), 2, 2) = AIGQ/

5Deletion(w7 1, 2) = Al

Damit ergibt sich die gemeinsame Teilsequenz A = A' durch insgesamt 5 Deletions.

3 Methoden

In diesem Kapitel werden Methoden fiir die Losung des Problems mittels vollstandiger
Enumeration und dynamischer Programmierung prasentiert, und darauf aufbauend
eine Einordnung des Problems in eine Komplexitadtsklasse gegeben.
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3.1 Kostenberechnung aller Teilfolgen

In diesem Abschnitt wird erldutert, wie sich die Anzahl notwendiger Homo-Deletions
zur kompletten Loschung einer Teilfolge innerhalb einer Zeichenfolge bestimmen l&sst.
Diese Berechnung wird fiir alle Teilfolgen durchgefiihrt. Im Anschluss beweisen wir, dass
die resultierenden Werte der Homo-Edit-Distanz zwischen Teilfolge und X entsprechen.

3.1.1 Berechnung

Die Methode berechnet fiir jede Teilfolge die Anzahl an notwendigen Deletions, um sie
vollstandig zu 16schen.

Sei im Folgenden ein (zusammenhédngendes) Gap eine zu loschende Teilfolge in v mit
der Startposition : € N und Endposition j € N, i < j, sodass Gap;; der Anzahl an
notwendigen Homo-Deletions entspricht. Die Zeichenfolge v muss in Block-Darstellung
iibergeben werden.

Fiir diese Methode sind die Exponenten der Block-Darstellung irrelevant, da es fiir die
Anzahl an Homo-Deletions keinen Unterschied macht, wie hédufig ein Zeichen in einem
Block vorkommt. Daher werden wir in diesem Abschnitt Blocke als Zeichen bezeichnen.
Der rekursive Ausdruck lautet

Gapiy =1 =],
Gap; j = min ig}gj{GaPi,k + Gapgy1,5} vi # vj,

min {Gap; Ga 1 V= v

i§k<j{ ik + Gapgi; — 1} v = v;

Es wird also fiir jedes Gap jede Aufteilung auf zwei Gaps betrachtet, also
Gapm' + Gapi+17j, Gapm'+1 + Gap¢+27j, ... ,Gapi,j,l + Gaij. Ist dabei zusitzlich
v; = v; erfiillt, so wird 1 vom Wert subtrahiert. Dies liegt daran, dass die Zeichen der
Positionen i und j in keine der Zweier-Aufteilungen gemeinsam auftauchen und folglich
nicht verschmolzen werden kénnen. In Gap; ; wird dies zum ersten Mal moglich sein,
somit bendtigt man eine Deletion weniger.

Es ist durch das Mapping der Positionen moglich und fiir die weiteren Methoden
notwendig, die gewonnenen Informationen auf die Gaps in b~1(b(v)) = v zu iibertragen.
Seien ¢/, j/ in v die Positionen i, j in b(v), und sei GapComplete; j das Gap von i’ bis j’
fiir v. Dann gilt Vi, ' € N, < j' : GapComplete; jy = Gap; ;.

Abbildung 1 zeigt anhand der Beispiel-Zeichenfolge w aus Kapitel 2.4, wie eine
Gap-Matrix nach Durchlauf der Kostenberechnung aller Teilfolgen aussehen kann.
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T O G = N W
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oW ow =M
= w
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Abbildung 1: Berechnung der zusammenhingenden Gaps in w = CTGCA durch den
Algorithmus aus Kapitel 3.1.1. Das Zeichen i steht fiir den Beginn des Gaps und j fiir
dessen Ende.

Am Ende ergibt sich eine Laufzeit von O(n?), da es Gapgrofien von 1 bis n gibt, fiir die es
abhéngig von der Gapgrofie n bis 1 viele unterschiedliche ¢ und j gibt, fiir die wiederum
abhéngig von der Gapgrofie 1 bis n viele Zweier-Aufteilungen existieren.

3.1.2 Korrektheitsbeweis

Offensichtlich gilt, dass die Homo-Edit-Distanz, die notwendig ist um eine Zeichenfolge
vollstandig zu 16schen, entweder zunimmt oder gleich bleibt, wenn ein weiteres Zeichen
der Zeichenfolge hinzugefiigt wird.

Weiterhin definieren wir eine Verschmelzung als konfliktfrei, wenn dadurch auf keine an-
dere Verschmelzung verzichtet werden muss. Ein Beispiel fiir zwei im Konflikt stehende
Verschmelzungen ist TCT'C, entweder wir 1oschen zuerst das erste C' und verschmelzen
dann die zwei T' miteinander oder wir l16schen zuerst das zweite T und verschmelzen die
beiden C miteinander, aber wir konnen niemals beide Verschmelzungen durchfiihren.
Seiv € )" eine Zeichenfolge der Lange n in Block-Darstellung und seien z, y, z € ) drei
beliebige Zeichen mit = # vy, x # z, y # z, wobei es unerheblich ist, ob es sich bei ihnen
tatsdchlich um ein Zeichen oder um einen Block handelt, siehe Kapitel 3.1.1.

Wir werden die Korrektheit des obigen Algorithmus zur Berechnung von Gaps mittels
vollstindiger Induktion tiber |v| = n zeigen.

Induktionsanfang;:

Firn =1 gilt:

Alle Zeichenfolgen lassen sich mit v = z darstellen und es gilt Homo-Edit-Distanz(v =
xz,w = A) = 1. Der Algorithmus liefert hier ebenfalls 1, da bei n = 1 immer i = j gilt und
diese Situation dem eigens dafiir definierten Fall entspricht.

Fiir n = 2 gilt:

Alle Zeichenfolgen lassen sich mit v = xy darstellen und es gilt Homo-Edit-Distanz(v =
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xzy,w = ) = 2. Die einzige Moglichkeit fiir den Algorithmus, diesen Fall zu berechnen,
ware Gapi,1 + Gapa 2, da v1 # v2, sodass sich der erwartete Score von 2 ergibt.

Fiir n = 3 gibt es zwei Fille:

Fall v = xyx:

Fiir diesen Fall gilt offensichtlich Homo-Edit-Distanz(v, w = \) = 2. Bei v = zyz wiirde
der Algorithmus min{Gap; 1 + Gaps 3 — 1, Gap: 2 + Gaps 3 — 1} berechnen, da v, = vs gilt.
Somit kommt der Algorithmus auf einen Score von 2.

Fallv = xyz:

Fiir diesen Fall gilt offensichtlich Homo-Edit-Distanz(v, w = \) = 3. Bei v = zyz wiirde
der Algorithmus min{Gap; 1 + Gapa 3, Gapi 2 + Gaps 3} berechnen, da v; # v3 gilt. Somit
kommt der Algorithmus auf einen Score von 3.

Induktionsschritt (n — n + 1):
An die Zeichenfolge v soll ein neues Zeichen c angehdngt werden.

Lemma 1 Sei v € >.". Fiir den Score, der vom Algorithmus zur Bestimmung zusammenhin-
gender Gaps geliefert wird, gilt: Score(v,w = \) < Homo-Edit-Distanz(v,w = \).

Wir werden im Folgenden zwei Félle unterscheiden:

Fall v1 = ¢

Angenommen, Score(vy, v, . . . , Up, ¢) > Homo-Edit-Distanz(vy, v, . . ., vp, €).

= Vk € N1 < k < n : Score(vy,...,vx) + Score(vgti,...,¢) — 1 > Homo-Edit-
Distanz(vy, v, . .., vy, C)

= Es muss eine konfliktfreie Verschmelzung geben, die in keines der Gaps Gapy, .,
bzw. Gapy, . bisher moglich war. Nicht moglich bedeutet hier, dass die zwei zu
verschmelzenden Zeichen sich nicht innerhalb desselben Gaps befinden. Ware die
Verschmelzung in eines der Gaps moglich gewesen, so hitten wir vorher bereits einen
niedrigeren Score fiir jenes erhalten.

= Die einzige Verschmelzung, die in keines der Gaps Gapy, v, bzw. Gap,, ., . moglich
war, ist die Verschmelzung von v; und c. Das wird jedoch durch die Subtraktion von 1
berticksichtigt, da es keine Situation geben kann, in der ein Konflikt das Verschmelzen
von v; und ¢ verhindern wiirde.

= Es kommt zum Widerspruch, es folgt Lemma 1 fiir Fall v; = c.

Fall vy # ¢

Angenommen, Score(vy, v2, . . . , Up, ¢) > Homo-Edit-Distanz(vy, vo, . . ., vp, €).

= Vk € N,1 < k < n : Score(vy,...,vx) + Score(vgii,...,c) > Homo-Edit-
Distanz(vy, v, . .., vy, C)

= Es muss eine konfliktfreie Verschmelzung geben, die in keines der Gaps Gapy, 4,
bzw. Gapy,,, . bisher moglich war. Nicht moglich bedeutet hier, dass die zwei zu ver-
schmelzenden Zeichen sich nicht innerhalb desselben Gaps befinden. Ware die Ver-
schmelzung in eines der Gaps moglich gewesen, so hétten wir vorher bereits einen nied-
rigeren Score fiir jenes erhalten.

= Die einzige Verschmelzung, die in keines der Gaps Gap., ., bzw. Gap,, ., . moglich
war, ist die Verschmelzung von v; und c. Da diese beiden Zeichen jedoch ungleich sind,
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lassen sie sich nicht verschmelzen.
= Es kommt zum Widerspruch, es folgt Lemma 1 fiir Fall v; # c.

Lemma 2 Sei v € Y .". Fiir den Score, der vom Algorithmus zur Bestimmung zusammenhiin-
gender Gaps geliefert wird, gilt: Score(v,w = \) > Homo-Edit-Distanz(v,w = \).

Wir werden im Folgenden zwei Félle unterscheiden:

Fallvy = ¢

Angenommen, Score(vy, v2, . . . , Up, ¢) < Homo-Edit-Distanz(vy, v, . . ., vp, €).

= dk € NJ1 < k < n : Score(vy,...,v;) + Score(vgi1,...,¢) — 1 < Homo-Edit-
Distanz(vy, v, . .., vy, C)

= Der Algorithmus findet mindestens eine Verschmelzung mehr, als moglich ist.

= Es muss eine Verschmelzung geben, die in Konflikt mit mindestens einer anderen
steht. Dieser Konflikt kann in keines der Gaps Gapy, ., bzw. Gap,, ,, . bisher aufgetreten
sein.

= Die einzige Verschmelzung, die in keines der Gaps Gap,, ., bzw. Gap,,_, . bisher
moglich war und nun hinzukommt, ist die Verschmelzung von v; und c. Da es sich um
die Verschmelzung der Zeichen am Rand handelt, kann es jedoch zu keiner Uberschnei-
dung und folglich zu keinem Konflikt kommen.

= Es kommt zum Widerspruch, es folgt Lemma 2 fiir Fall v; = c.

Fall v; # ¢

Angenommen, Score(vi, v, . . . , Up, ¢) < Homo-Edit-Distanz(vy, v, . . ., vp, €).

= Jk € N1 < k < n : Score(vi,...,vx) + Score(viii,...,c) < Homo-Edit-
Distanz(vy, v, . .., vy, C)

= Der Algorithmus findet mindestens eine Verschmelzung mehr, als moglich ist.

= Es muss eine Verschmelzung geben, die in Konflikt mit mindestens einer anderen
steht. Dieser Konflikt kann in keines der Gaps Gap,, ., bzw. Gap,, ., . bisher aufgetreten
sein.

= Die einzige Verschmelzung, die in keines der Gaps Gap,, ., bzw. Gap,,_, . bisher
moglich war, ist die Verschmelzung von v; und c. Da jedoch v; # z gilt, kommt es zu
keiner Verschmelzung und damit auch zu keinem Konflikt.

= Es kommt zum Widerspruch, es folgt Lemma 2 fiir Fall v; # c.

Lemma 1 und Lemma 2 implizieren den folgenden Satz.

Satz 1 Seiv € Y_.". Fiir den Score, der vom Algorithmus zur Bestimmung zusammenhingender
Gaps geliefert wird, gilt: (v, w = \) = Homo-Edit-Distanz(v,w = ).

3.2 Ansatz der vollstindigen Enumeration

Der erste Ansatz zur Losung des Problems ist, den Losungsraum vollstindig zu untersu-
chen.
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3.2.1 Finden gemeinsamer Teilsequenzen

Fiir jede der beiden Zeichenfolgen v und w gibt es maximal 2" bzw. 2™ viele Teilse-
quenzen. Jede dieser Teilsequenzen lasst sich iiber einen Bindrvektor darstellen, in dem
jedes Bit eine Position in der Folge v bzw. w représentiert. Steht an einer Position eine
1 im Vektor, so bedeutet dies, dass das Zeichen an dieser Position in der Teilsequenz
vorkommt. Folglich wiirde es bei einer 0 nicht in der Teilsequenz vorkommen.

Aus der obigen Bindrkodierung entstehen also Teilsequenzen der urspriinglichen
Zeichenfolge. Dabei gibt es mehr Bindrkodierungen als Teilsequenzen, so gibt es bei-
spielsweise fiir die Zeichenfolge AC AC und die Teilsequenz AC zwei Bindrkodierungen,
1100 und 0011. Den entstehenden Teilsequenzen werden daher alle Bindrkodierungen,
aus denen sie sich bilden lassen, zugeordnet.

Da sich nicht alle Teilsequenzen von v aus Bindrkodierungen von w bilden lassen,
konnen wir die Menge der fiir die Losung in Frage kommenden Bindrkodierungen auf
die Schnittmenge aller Teilsequenzen von v und w reduzieren.

Wir werden im Folgenden nicht das Beispiel aus Kapitel 2.4 verwenden, da es zu
viele mogliche Teilsequenzen fiir dieses gibt.

Betrachten wir nun eine Instanz mit den zwei Zeichenfolgen

v=CGC und

w= A\

Es ergeben sich folgende Zeichensequenzen aus den Bindrkodierungen von v:
cGe, oG-, -0, -GC, C—~—, -G—, —=C, — — —.

Nach Teilsequenzen sortiert erhalten wir:

CGC — {CGCY,

CG — {CG—-},

CC — {C-CY,

GC — {-GCY,

C—-{C—-—-,—--C},

G — {_G_}7

A—={-—-—-}

Es ergibt sich folgende Zeichensequenz aus den Bindrkodierungen von w:
A

Auf Teilsequenzen sortiert erhalten wir:

A — {A}

Damit erhalten wir als einzige gemeinsame Teilsequenz von v und w:

A

Am Ende ergibt sich eine Laufzeit von O(2""™), die durch das Erstellen der Binar-
kodierungen und das Finden der gemeinsamen Teilsequenzen zustande kommt.

3.2.2 Bestimmen des Scores

Nachdem die moglichen Losungen auf die Schnittmenge gemeinsamer Teilsequenzen
von v und w reduziert wurden, sollen nun die Teilsequenzen und die dazugehorigen
Bindrkodierungen aus beiden Zeichenfolgen gefunden werden, welche die wenigsten
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Deletions benotigen.

Dabei wird fiir jede einzelne gemeinsame Teilsequenz {iberpriift, wie viele Deletions
mindestens notig sind, um v und w in diese zu tiberfiithren. Da es wie bereits erwdhnt
mehrere Bindrkodierungen geben kann, die fiir dieselbe Teilsequenz kodieren, wird
zundchst fiir beide Zeichenfolgen einzeln tiberpriift, welche Bindrkodierung fiir jede
Teilsequenz die wenigsten Deletions benotigt. Hierzu werden alle zusammenhéngenden
Gaps aus der Bindrkodierung aufaddiert. Die Gaps miissen zuvor einmalig je Zeichenfol-
ge berechnet werden, siehe Kapitel 3.1.1. Ist fiir beide Zeichenfolgen die Bindrkodierung
fir die aktuelle Teilsequenz mit dem kleinsten Score gefunden, so addiert man beide
Kosten auf.

Die Menge S speichere die Teilsequenzen, die bisher den besten Score liefern. Er-
reichen wir mit einer Teilsequenz ¢ einen giinstigeren Score, so setzen wir S = ¢.
Erreichen wir mit einer Teilsequenz ¢ denselben Score, so setzen wir S = S U t.
Erreichen wir mit einer Teilsequenz ¢ einen schlechteren Score, als den bisher niedrigsten,
so bleibt S unverdndert.

Sind alle gemeinsamen Teilsequenzen abgearbeitet, so entspricht die Homo-Edit-
Distanz dem gefundenen Score. Alle Teilsequenzen, die sich zu diesem Zeitpunkt in S
befinden, bezeichnen wir als Losungssequenzen.

Setzen wir nun das Beispiel aus Kapitel 3.2.1 fort. Als einzige gemeinsame Teilse-
quenz von v und w ergab sich dort A\. Da w = A\ ist, miissen wir nur noch berechnen, wie
viele Homo-Deletions benétigt werden, um v auf A zu bringen. Dafiir werden wir den
Algorithmus aus Kapitel 3.1.1 verwenden.

Da in w nichts geloscht werden muss und in v nur ein zusammenhédngendes Gap
A — {— — —} geloscht wird, erhalten wir einen Score von 2 fiir diese gemeinsame
Teilsequenz, siehe Abbildung 2. Somit ist die Homo-Edit-Distanz(v,w) = 2 und die
einzige Losungssequenz .

i TR ) TR e LS
(S S

2 1

Abbildung 2: Berechnung der zusammenhingenden Gaps in v = CGC durch den Algo-
rithmus aus Kapitel 3.1.1. Das Zeichen ¢ steht fiir den Beginn des Gaps und j fiir dessen
Ende. Der eingekreiste Eintrag entspricht dem fiir unser Beispiel gesuchten Gap.

Insgesamt ergibt sich eine Laufzeit von O(min{2",2"}-(n+m+ 1)), darin enthalten sind
die Aufwendungen, um in jeder gemeinsamen Teilsequenz die zusammenhidngenden
Gaps zu finden, und das Durchgehen aller gemeinsamen Teilsequenzen zur Berechnung
ihrer Scores.
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Mit dem Abschluss dieses Kapitels ldsst sich nun die Gesamtlaufzeit des Verfahrens der
vollstindigen Enumeration auf O(2"*") beschranken.

3.2.3 Verbesserungen

Wiéhrend der Suche nach einem schnelleren Algorithmus, der das Homo-Edit-Distanz-
Problem 16st, ergab sich eine verbesserte Variante der vollstindigen Enumeration.

So ist es moglich, den Schritt, in dem alle Bindrkodierungen fiir beide Zeichenfolgen er-
stellt werden, zu tiberspringen und stattdessen von Anfang an nur Bindrkodierungen zu
bilden bzw. aufzunehmen, die fiir Teilsequenzen kodieren, die sich aus Bindrkodierun-
gen beider Zeichenfolgen bilden lassen. Alle Bindrkodierungen, auf die diese Beschrei-
bung zutrifft, lassen sich aus allen optimalen globalen Alignments bilden, die bei Anwen-
dung des Needleman-Wunsch-Algorithmus entstehen mit den folgenden Werten: Indel-
Kosten = 0, Match-Pramie = 0 und Mismatch-Kosten = oo.

Diese Verbesserung erwies sich in der Praxis als deutlich effizienter, da nur fiir die Teil-
sequenzen Laufzeitkosten entstehen, die auch tatsdchlich zu den Losungssequenzen ge-
horen kénnten.

3.3 Ansatz der Dynamischen Programmierung

Der zweite Ansatz ist, das Problem mittels dynamischer Programmierung (DP) zu 16sen.
In den folgenden Abschnitten stellen wir einen rekursiven Algorithmus vor, mit dem die
DP-Matrix gefiillt wird. Aufierdem présentieren wir weitere mogliche Verbesserungen
fiir diesen Algorithmus, schétzen seine Laufzeit ab und zeigen mogliche Wege auf, mit
denen sich die Losungssequenzen einer Instanz finden lassen. Zum Schluss gehen wir
genauer auf die Komplexitdt des Problems ein.

3.3.1 Scoring-Algorithmus

Die Idee ist, in einer Matrix mit den Dimensionen n + 1 und m + 1 in jedem Eintrag M, .
zu speichern, was die Homo-Edit-Distanz der Teilfolgen 0 bis y — 1 in v und O bis z — 1 in
w betragt. So ist fiir jeden Eintrag M, , bekannt, dass alle bis dahin verwendeten Zeichen
in beiden Zeichenfolgen v und w mittels M, , vielen Operationen auf eine gemeinsame
Teilsequenz gebracht werden konnen.

Fiir jeden Eintrag M, 1 .1 gibt es dabei y + x + 1 viele Moglichkeiten, auf den giinstigs-
ten lokalen Score zu kommen.

Die ersten y Moglichkeiten entstehen durch die Option, von jedem Eintrag M, , dartiber,
0 < i <y —1, den lokalen Wert zu nehmen und dann die neu entstehenden Kosten fiir
ein Gap in v zwischen den Positionen ¢ und y — 1, also GapV; ,—1, aufzuaddieren.

Die zweiten  Moglichkeiten entstehen durch die Option, von jedem Eintrag M, ; links,
0 < j <z — 1, den lokalen Wert zu nehmen und dann die neu entstehenden Kosten fiir
ein Gap in w zwischen den Positionen j und = — 1, also GapW; .1, aufzuaddieren.

Die letzte, zusitzliche Moglichkeit wire, den Wert aus dem Eintrag M, ,_1 zu tiber-
nehmen, was allerdings nur dann moglich ist, wenn das Zeichen in v an Position y — 1
dasselbe ist wie das Zeichen in w an Position = — 1.
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Der rekursive Ausdruck lautet

0 ,y=0und z = 0,

Myfl,:vfl y Uy—1 = Wz—1,
My, = min min {M; , + GapViy—1}

0<i<y

in {M,; + GapW,_
onin {My;+ GapWjz1}

Am Ende befindet sich die Homo-Edit-Distanz in dem Eintrag M,, ,,,.

Abbildung 3 zeigt anhand des Beispiels aus Kapitel 2.4, wie eine Matrix nach Durchlauf
des Algorithmus aussehen kann. Es wird deutlich, dass die einzelnen Eintrdge ihre bes-
ten Scores iiber mehrere Vorgéanger-Eintrdge erreichen konnen, die nicht zwangslaufig
zu ihren direkten Nachbarn zdhlen miissen.

A

NG H 0O

P wwmnRE®
w oh P wNR
P Ppw ke wNnoO
Y e T - VR O =
vi v bRk ow NP
vi v & B w o

Abbildung 3: Matrix nach Anwendung des Scoring-Algorithmus auf die Beispiel-
Zeichenfolgen v = CTGCA und w = AGAAG. Die tiirkisen Pfeile zeigen den einzi-
gen moglichen Weg, um auf den Score in M,, ,,, zu kommen. Die grauen Pfeile zeigen
Wege, die zwischenzeitlich auf einen besseren Score kommen. Es gilt zu beachten, dass
der Ubersichtlichkeit halber nur die wichtigsten Wege in Form von Pfeilen eingezeichnet
wurden.

Es ergibt sich eine Laufzeit von O(n - m - (n + m + 1)), da es n - m viele Eintrdge in der
Matrix gibt, fiir die es jeweils bis zu n + m + 1 viele Moglichkeiten gibt.

3.3.2 Verbesserungen

Bestimmen einer oberen Schranke Seiim Folgenden ein mdoglicher vertikaler Startein-
trag ein Eintrag, der sich in derselben Spalte oberhalb von dem Eintrag befindet, auf den
er sich bezieht. Sei dementsprechend ein moglicher horizontaler Starteintrag ein Eintrag,
der sich in derselben Zeile links von dem Eintrag befindet, auf den er sich bezieht. Wir



3 METHODEN 12

nennen sie deswegen Starteintrdge, weil sie fiir den Start eines zusammenhangenden
Gaps in v (vertikaler Starteintrag) bzw. w (horizontaler Starteintrag) in Frage kommen.
In dieser Variante speichert jeder Eintrag zusatzlich zu seinem besten lokalen Score eine
Liste vertikaler Starteintrdge und eine Liste horizontaler Starteintrdge, mit denen man
diesen Score erreichen kann.

Statt fiir jeden Eintrag M, »+1 alle Eintrdge dariiber und links daneben zu betrachten,
werden wir in dieser Variante nur die Scores fiir die in den angrenzenden Eintragen be-
reits gefundenen Starteintrage berechnen. Wir betrachten also die vertikalen Starteintra-
ge aus M, ,, die horizontalen Starteintrdge aus M, ;1 und addieren jeweils die Gap-
Kosten von diesen Starteintrdgen bis zu dem aktuellen Eintrag. Zusatzlich kommen die
Eintrdge My 1 5, My »+1 und M, , als neue Starteintrdge fiir M, ,41 in Frage, fiir letz-
teren Starteintrag muss allerdings v,_1 = w,_1 gelten. Nachdem fiir jeden moglichen
Startwert der Score fiir den aktuellen Eintrag berechnet ist, werden die Starteintrdage, mit
denen man den niedrigsten Score erreichen kann, in den entsprechenden Listen gespei-
chert.

Der Wert, der am Ende in M,, ,,, gespeichert ist, muss nicht zwangsldufig der Homo-Edit-
Distanz entsprechen. Das liegt daran, dass einige Starteintrége, die sich im spéateren Ver-
lauf als giinstig(er) erweisen, lokal schlechtere Werte liefern konnen. Daraus resultierend
werden sie in dieser Variante verworfen, weil immer nur die lokal besten Starteintrdge
gespeichert werden. Wir wissen nun aber, dass die Homo-Edit-Distanz nicht grofser sein
kann als M,, ,,, damit ist eine obere Schranke gefunden.
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Abbildung 4: Matrix nach Anwendung des Algorithmus zum Bestimmen einer oberen
Schranke auf die Beispiel-Zeichenfolgen v = CTGCA und w = AGAAG. Die tiirkisen
Pfeile stehen fiir die moglichen Wege, um auf den Score in M, ,,, zu kommen. Die grauen
Pfeile zeigen den Weg, der eigentlich fiir M, ,,, zum besten Score fiihren wiirde, jedoch
geht dieser beim dunkelgrau eingezeichneten Pfeil verloren.
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Abbildung 4 zeigt anhand des Beispiels aus Kapitel 2.4, wie die Matrix zur Bestimmung
der oberen Schranke aussieht. Sie verdeutlicht, warum dieser Schritt allein nicht aus-
reicht, um die Homo-Edit-Distanz zu bestimmen. Da immer nur die lokal besten Star-
teintrdge in den Listen gespeichert werden, geht der optimale Weg der Instanz verloren.
Dies liegt daran, dass er zwischenzeitlich einen lokal schlechteren Score liefert.

Priifen auf giinstigere Fille Nachdem wir nun eine obere Schranke bestimmt ha-
ben, wiederholen wir obiges Vorgehen mit dem Unterschied, dass in den horizonta-
len/vertikalen Listen nicht nur die Starteintridge gespeichert werden, die den besten lo-
kalen Score liefern, sondern auch all jene, die einen Score liefern, der kleiner gleich der
oberen Schranke ist. Soll es spater moglich sein, alle Losungssequenzen zu finden, mit
denen man die Homo-Edit-Distanz erreichen kann, miissen nach der Berechnung der
Matrix alle Listen der Eintrdge aktualisiert werden. Dies geschieht, indem nur jene Star-
teintrdge in den Listen gespeichert bleiben, die auch den besten Score fiir den entspre-
chenden Eintrag in der Matrix liefern.

Die resultierende Matrix fiir das Beispiel aus Kapitel 2.4 entspricht Abbildung 3.

3.3.3 Bestimmen moglicher Losungssequenzen

In diesem Kapitel beziehen wir uns ausschliefSlich auf den Scoring-Algorithmus aus Ka-
pitel 3.3.1 Auf diesem aufbauend werden wir beschreiben, welche Moglichkeiten wir
haben, um alle Losungssequenzen einer Instanz zu finden.

Backtracking Fiir diese Moglichkeit ist es wichtig, sich fiir jeden Eintrag der Matrix zu
speichern, iiber welche Wege bzw. von welchen Eintrdgen man den minimalen Score er-
reichen konnte. Dies kann man am besten mit einer Liste 10sen, in der man alle Positionen
derjenigen Eintrédge, auf die die obige Beschreibung zutrifft, abspeichert, zum Beispiel als
Tupel.

Danach startet man das Backtracking in der Liste des Eintrags M,, ,,,. Da alle Listenele-
mente wiederum Eintrdge in der Matrix reprédsentieren, springt der Algorithmus zu al-
len Positionen aus der Liste und macht dann dasselbe fiir deren Listen. Nur wenn von
einem beliebigen Eintrag der Matrix My 41,41 Zu seinem diagonalen, direkten Nachbarn
M, . gesprungen wird, fligen wir der bis dahin gefundenen Teilsequenz das Zeichen
Uy—1(= wz—1) hinzu. So gelangt man an alle Losungssequenzen. Es bleibt jedoch zu be-
achten, dass es sich nur um alle Losungssequenzen handelt, die sich aus den beiden Zei-
chenfolgen v und w per Homo-Deletions bilden lassen.

Dieses Verfahren hat eine exponentielle Laufzeit.

Alternative zum Backtracking Beim Backtracking haben wir fiir jeden Eintrag der Ma-
trix alle Eintrdge gespeichert, {iber welche wir den minimalen Score erreichen konnten.
Nun werden wir fiir jeden Eintrag der Matrix alle bis dahin moglichen Teilsequenzen
speichern, mit denen wir auf den lokal niedrigsten Score kommen konnen. Dafiir ist es
jedoch immer noch relevant, iiber welche Eintrdge wir diesen Score erreichen konnten.
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Konnten wir den Score beispielsweise tiber Eintrdge links oder oberhalb unseres aktu-
ellen Eintrags erreichen, so miissen nur die fiir diese Eintrdge zuvor bestimmten Teil-
sequenzen kopiert werden, denn aus diesen Richtungen kommend werden nur Gaps
erweitert. Lediglich wenn der Score auch iiber den Nachbareintrag oben links erreicht
wurde, wird dessen Liste mit Teilsequenzen kopiert, wobei an jeden Eintrag dieser Liste
das an dieser Stelle matchende Zeichen angehdngt wird. Man sollte jedoch bei diesem
Vorgehen sicherstellen, dass keine Teilsequenzen mehrfach gespeichert werden, da dies
nur die Laufzeit erhohen wiirde. Wendet man dieses Verfahren bei allen Eintrdgen der
Matrix an, so befinden sich am Ende alle Losungssequenzen in der Liste des Eintrags
My .

Dieses Verfahren hat ebenfalls eine exponentielle Laufzeit, allerdings werden Mehrfach-
vorkommen von Teilsequenzen fiir jeden Eintrag vermieden. Bei einem Alphabet, wel-
ches aus 4 Zeichen besteht, sind Mehrfachvorkommen ab einer Zeichenfolgenldnge von
5 unumgénglich, da man nur auf 2° distinkte Teilsequenzen kommen kann, wenn es kein
Zeichen in der Zeichenfolge gibt, welches mehr als einmal vorkommt. Mit steigender
Zeichenfolgenldnge steigt somit auch der Unterschied in den Laufzeiten der zwei Vari-
anten.

3.3.4 Komplexitit

Um das Problem einer Komplexititsklasse zuzuordnen, beziehen wir uns im Folgenden
auf den schnelleren Ansatz der dynamischen Programmierung aus Kapitel 3.3. Da aus
dem Kapitel 3.3.1 bekannt ist, dass die Homo-Edit-Distanz mit einer Laufzeit von O(n -
m-(n+m+1)) berechnet werden kann und dies offensichtlich ein polynomieller Ausdruck
ist, konnen wir das Homo-Edit-Distanz-Problem der Komplexititsklasse P zuordnen.

4 Resiimee

Dieses Kapitel beinhaltet eine Kurzfassung aller gewonnenen Erkenntnisse und soll
einen Ausblick zu weiteren Forschungsmoglichkeiten im Bereich des Homo-Edit-
Distanz-Problems geben.

4.1 Rekapitulation

Ziel war es, eine Antwort auf die Forschungsfrage zu finden, wie sich das Homo-Edit-
Distanz-Problem effizient 10sen ldsst. Diesem Ziel sind wir im Verlaufe der Arbeit Stiick
fiir Stiick ndher gekommen.

Zu Beginn haben wir das Problem definiert, danach haben wir begonnen, das Problem
praktisch zu 16sen. Hauptbestandteil der praktischen Losung ist eine Methode, die fiir
alle Teilfolgen einer Zeichenfolge berechnet, wie viele Homo-Deletions notwendig sind,
um diese vollstindig zu 16schen. Diese Methode, deren Korrektheit wir bewiesen ha-
ben, wird in beiden darauffolgenden Losungsansidtzen verwendet. Die Erste basiert auf
vollstindiger Enumeration und die Zweite auf dynamischer Programmierung. Mit dem
ersten Ansatz liefs sich eine Losung des Problems in exponentieller Zeit finden. Es stellte
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sich jedoch heraus, dass es mit dem zweiten Ansatz moglich ist, das Problem in polyno-
mieller Zeit zu 16sen. Dadurch konnten wir wiederum schlussfolgern, dass das Problem
der Komplexitdtsklasse P zuzuordnen ist.

4.2 Ausblick

Nachdem wir eine polynomielle Losung des Homo-Edit-Distanz-Problems fiir ein be-
schranktes Alphabet geliefert haben, welche sich auf jedes beliebige andere beschrankte
Alphabet tibertragen liefle, liegt der Fokus weiterer Forschungen weniger auf der
Eingabe-Instanz, als viel eher auf den moglichen Modifikationen der Operationen. So
konnte man an Stelle einzelner Zeichen Repeats als Zeichen aus dem Alphabet betrach-
ten und Operationen definieren, bei denen gleiche Repeats zusammen geldscht werden.
Im Besonderen bleibt also die Frage, auf welche Stringprobleme sich die Operationen
iibertragen lassen, unbeantwortet. Des Weiteren beschranken sich die Losungssequenzen
auf die Teilsequenzen, die sich mittels Homo-Deletions bilden lassen. Daher bleibt es
offen, wie man auf Losungssequenzen kommt, die sich nur durch Homo-Insertions oder
einer Kombination aus beiden Operationen bilden lassen.

Abschliefiend ladsst sich sagen, dass wir die Forschungsfrage durch den gefunde-
nen polynomiellen Algorithmus beantworten konnten, sodass eine Grundlage fiir
weitere Forschungsmoglichkeiten in diesem Gebiet geboten ist.
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